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Questions de cours

— Une famille de polynémes échelonnés en degré est libre.
— Caractérisation des sommes directes par l'intersection des espaces.
— Image et noyau sont des espaces vectoriels.

— Caractérisation de surjectivité (resp. injectivité) d’une application linéaire par I'image de familles généra-
trices (resp. libres).

Exercicel Soit F un R-espace vectoriel.
1. Soit f € L(E) vérifiant f> = f. Montrer que E = Im f @ Ker f.

2. Soit P € R[X] un polynéme tel que P(0) =0 et P'(0) # 0. Soit f € (E) tel que P(f) = 0.
Montrer que £ = Im f & Ker f.

Exercice2 Soit F un R-espace vectoriel.

1. Soit f € L(F) tel que (z, f(z)) est une famille liée pour tout z € F.
Montrer qu’il existe A € R tel que f = A1d.

2. Soit f € L(E) tel que Vu € L(E), uo f = fou.
Montrer qu’il existe A € R tel que f = A1d.

Exercice3 Soit E l'ensemble des fonctions réelles C*° et 2w-périodiques. Soit u 'application linéaire qui & f
dans E associe sa dérivée seconde.

1. Vérifier que E est un espace vectoriel réel.
2. Montrer que E = Ker(u) ® Im(u).

Exercice4 Montrer qu'’il existe (aq, ..., a,) € R™ tels que :

VP € Ry [X], P(X)+ Y ap P(X +k) =0.
k=1

Exercice 5 Soit r un entier impair positif. Soit, pour a € R, f,: z € R— |z —a".
Montrer que la famille {f,, a € R} est libre dans 'espaces des fonctions de R dans R.

Exercice 6 Soit, pour a € R, f, : x € R+ €.
Montrer que la famille {f,, a € R} est libre dans I’espaces des fonctions de R dans R.

Exercice7 Soit, pour a € RY}, f, : v € R — cos(ax).
Montrer que la famille {f,, a € R } est libre dans l’espaces des fonctions de R dans R.

Exercice 8 Soit E un K-espace vectoriel, u, v € L(FE) vérifiant uov — v ou = u.
Calculer, pour tout k € N, ©* o v — v o u* en fonction de u et v.



